IES. Ramén Giraldo

INTEGRALES: INDEFINIDAS Y DEFINIDAS

Calcula las siguientes integrales:

INTEGRALES INMEDIATAS

4 3 2
X

1) J'(3x3 —5x° +3x+4) dx=3X_sX 13X2 4xic
4 3

2) I(senx+7cosx—1) dX:Isende+7J.cosX dx—jl dXx=—-cosX+7senXx—X+C

3) J.tgzde:tgx+x+C

4) J.( )dx jfdx Zjldx_T21—2x_—x\/_ 2x+C
—+1
2

—1+1

5) J.de ZIX 2 dx= 2_1—1—4\/_+C

2
X =2x2+4x X X X X
6) Ifdx—j - 2] , dx+4jxdx_ X Hax+C
2 o1 2 _l(4x+3)3_L 3
7) [(4x+3) dx_4j4(4x+3) dx= == (4x+3) +C
(2x-1)’ 2 —4x+1 . r2X 4x el o o1
8) I J‘de—.fgdx—jgdx+5'[;dx_x 2x+2ln|x|+C
l+ l+l
% X2 X X
9) I(ZJ_ Ux - x)dx I(Zx )dx 215 =
—+1 —+1
3
=ﬂ_éx.{/;_lx5+c
3 4 5
3
10) I(;—ng _3I dx——J'x dx = 3ln|x|———_3l |x|——x +C
2e* +e*
—2 X
11) | S X j +C
12) j1+x dx = zj — dx = 2arctgx+C
13) I(4x+2)(x—1)dx:J.(4x2—2x—2)dx:§x3—x2—2x+C
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SX
14 5 dx = C
) J X 1n5+
2x+1 _1 2x+1 _1 2x+1
15) je dx—E_[ze dx—Ee +C
16) J.cos(ZX+5)dX:%IZCos(2X+5)dX:%sen(2X+5)+C
17) jtgxdx Jse nX g I Sende=—ln|cosx|+C
Ccos X cos X
18)
t=1-4x y 1 1 t%+l
JI=ax dx=[(1-4 (¢ L) g= L8
R (O PRI s Gl
4 +1
3x—-2
19 =
) J.x2—2x+1

Descomponemos en fracciones simples:
x> =2X+1=0=> x =1 (doble)

-2 _ A B _ A(x-1)+
X*=2x+1 x=1 (x-1)’ (x—1)’

B A=3
3x—2=A(x-1)+B A,B)=(3,1
= 3X (x—1)+ :>{_2=_A+B:>( ,B)=(3.1)

3x-2 3 1
= +
X =2x+1 x-1 (X_1)2
Integramos:
3x=2 =) i
'[x —2x+1 I—dx+ )2 dX:3log|x—1|+I(x—1) dX=3log|X—1|—ﬁ+C

donde log =1n es el logaritmo natural 0 neperiano.

1

20 — X

) J-\/;(X+l)

A 1
t:& dcrlvand04> dt — dX
J';dxz 2% =2 —2arctgt=2arctg<\/§)+C
&(x+1) 2o
x> +2x* +x-10

2D j X2 +x-2 x

Efectuamos la division:
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XC4+2X7+Xx=10  |X*+x=2

—x° —x* 42X X+1
310 X3+2X2+X_10—x+1+ 2x—8
X2+ X= X2 +x-2 x> +X-2
—X"=X+2
2X—8

Descomponemos en fracciones simples:

x> +x-2=(x-1)(x+2)

2x-8 A B _ A(x+2)+B(x-1)

XX +X-2 Xx-1 X+2 (x—=1)(x+2)
Six=1=-6=3A= A=-2
Six=-2=-12=-3B=>B=4

= 2x—-8=A(X+2)+ B(x—l):{

2x-8 -2 4

> = +
X“+X=-2 Xx-1 x+2

Integramos:
X +2x* +x-10 -2 4
J. X2+X_2 dX:J.(X'Fl)dX'FJ.HdX'F m:

2
=X?+X—210g|X—1|+410g|X+2|+C

donde log = In es el logaritmo natural o neperiano.

22) J.x2 log xdx

u= IOg X derivamos du — ldX .
jx log xdx = . |=X logx—J.——dx:—x logx——jx dx =
dV — XZdX integramos V= X_ 3 3 X 3 3
3
1% 3

:lx3logx——x—:lx3 logx—%+C

donde log = In es el logaritmo natural o neperiano.

23) J-2seanostX

1+sen” X

t=1+sen’ X
[ZoenXeosK g |t=T+sen = [ 2t = log]t| = log 1+ sen” x-+C
1+sen” X dt = 2sen X cos xdx t

donde log =1n es el logaritmo natural o neperiano.

J-x2+x—4

3 dx
X —4X

24)
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Descomponemos en fracciones simples:

X’ —4x=x(X —4) = x(x+2)(x-2)

x’+x-4 A B C  A(x=2)(x+2)+Bx(x+2)+Cx(x-2)
o4 X x—2 x+2 X(x=2)(x+2) =
= A(X=2)(x+2)+Bx(x+2)+Cx(x-2)=x*+x-4=

x=2=A(2-2)(2+ )+ZB(2+2)+2C(2—2):22+2—4:>Bzi
= 1x=0=A(0-2)(0+2)+B-0-(0+2)+C-0-(0-2)=0*+0-4= A=1
x:—2:>C:—l
4
1 1
x> +x—4 A, B C 1, 4 +_Z
XC—4X X X=2 X+2 X X-2 X+2
Integramos
x> +X—4 1 1
'[ d —I dx + —J—d —— —dX—10g|X|+Zlog|X—2|—Zlog|x+2|+C

donde log = ln es el logaritmo natural o neperiano.

2
J- cos;( I
1+sen” X

25)

t =senX
J.Loszxdx= =2 %dt=2arctgt=2arctg(senx)+C
1+sen” X dt = cos xdx 1+t

26) [ eax

I e”exdx=J' exeexdx:&t: ¢ y }=J' eldt=e'=e* +C
= e*dx

27) J.(x2 + 2X) log xdx , donde log representa el logaritmo natural.

derivamos

1
U =logx——""=>—du =—dx 3 3
X X 2 X , 11
—+X logx—j —+X |—dx=
3 3 X

'[(xz +2x)log xdx = . =
dv = (X +2x) ey y = X? +X°

3 2 3 3 2
—| Xy logx—j X ixx=| X 4x logx—X——X—+C
3 3 3 9 2
donde log =In es el logaritmo natural o neperiano.

28) j-senz X cos xdx
4
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sen’ X

+C

Es inmediata de tipo potencial: J.sen2 X cos Xdx =

También se puede calcular mediante un cambio de variable:
t =sen X 3 3
J-SQHZXCOSXdX=|: }=J’t2dt:%=sen XiC

dt = cos xdx 3
N
e
29 ——dx
L5
¥ t=vx
e t t Jx
j-dx: 1 =j2edt=2e =2e™ +C
Jx dt = ——dx
2%
x* =3x+1
30
) J-x3—5x2+8x—4

Descomponemos en fracciones simples:
X —5x> +8x—4= (X—l)(x—2)2 (aplicando la regla de Ruffini)

X*=3x+1 A B cC _A(x=2) +B(x-1)(x-2)+C(x~1)
X —5x’ +8x—4  x—1 x-2 (x_z)z_ (x=1)(x-2)

= x> =3x+1= A(x-2) +B(x-1)(x-2)+C(x-1)=
Six=1= A=-1
Six=2=>C=-1
= { Derivamos dos veces: X2—3x+1=—(x—2)2 +B(x-1)(x=-2)-(x-1)=
2x-3=-2(x-2)+2Bx-1
2=-2+2B=B=2
X* =3x+1 -1 2 -1
X5 +8x—4 x—1 x—2+(x—2)2

Integramos:

x> —=3x+1 -1 2 -1 1
jx3 oy +8x—4dx_-[x—1dx+-[—dx—2 X+I4d(x—2)2 x_—log|x—1|+210g|x—2|+E+C

donde log =In es el logaritmo natural o neperiano.

31) jxlog xdx
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1
X
2

integramos X

dv= xdx4>v:?

derivamos

uU=logx—""=>5du=—dx

1 x* 1 1 1
Xlog xdx = =—xX*logXx— | ——dx=—x*logx—— | xdx =
j £ 2 g ~[2 X 2 g 2J.

2
:lleogx—lx—:lleogx—lxz+C
2 22 2 4

donde log =In es el logaritmo natural o neperiano.

Jx
S e
_ 2 _ 2
j Jx i t=+Xx =>t> =X =I t 2tdt=2jt t
1+x dx = 2tdt 1+t 1+t

2
Descomponemos en fracciones simples ot :
+

t? t+1
—t? —t t—1
- 2 1
—t = =t—14+—
-1 t+1
t+1
1
2
—L—zt—1+—l—
-1 t+1

Integramos:

t’ 1 t’
f:dt —j(t—l)dt+jmdt = —t+loglt+]

dx = 2tdt 1+t

Jx t=vJx=>t>=x
5] |

t t’ t’
= [—2tdt=2[——dt=2| = —t+loglt+1| |=
1+t 2

:2(§—\&+1og‘&+10+c

donde log =1n es el logaritmo natural o neperiano.

33) j COS X Ix

1+sen” X

J~ cos X {t=senx

1
= = | ——dt =arctgt = arctg(sen Xx)+C
dt = cos de} J‘l—i-tz g g( )

1+sen’ X

También se puede calcular como una integral inmediata:

6
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derivada
——
cos X CoS X
J - dX:'[ ~dx = arctg(sen x)+C
1+sen” X

1+| sen X

—

funcién

X+2
34) j—d_xﬂ X

J»x+2 {tzxﬂ} .[Tld j%duj—dt_.[tzdwjt it = 2 \/—+2«/__

X+1 dt = dx
(2x+4)\/x+1
3

\_/

=§ (x+1)3+2\/x+ :(— 2Ux+1= +C

3

Con otro cambio de variable:

x+2 t2=x+1 t2 +1 t? (x+1)3
—2tdt—2 t2 +1)dt =2t] —+t |=2| —L +x+1|=
J.\/x+ {2tdt:dx} I I( ’ ) [3+ j N

:(2x+4)ﬁ

+C
3
35) J-2x -9x* +9x+6d
x> —5X+6
Descomponemos en fracciones simples
2%x° —9x* +9x+6 X> —5X+6
—2x* +10x* —12x 2x+1 . i
346 2X —29x +9X+6:2x+1+ : 2X
5 X" —5X+6 X" —=5X+6
=X +5x=6
2X
2X 2X A B  A(x-3)+B(x-2)
3 = = =+ = s
X*=5x+6 (x-2)(x-3) x-2 x-3 (x=2)(x-3)
X=2=>A=-4
= 2x=A(x-3)+B(x-2)=
Xx=3=B=6
2X -4 6
= — = +
X" =5X+6 Xx-2 x-3
Integramos
3 0y2
jzx 29X +9X+6dx:‘[(2x+1)dx+j4dx [2xdx+jldx+j dx+j
X" —5X+6 X —5X+6

=X+ X—4log|X—2|+6log|X—3|+C
donde log =In es el logaritmo natural o neperiano.
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dx = costdt

36) j\/l x* dx [ X =sent } I\/I—senztcostdtaj\/cosztcostdt:jcosztdtz

= J‘Mdt :l(t+J‘cos(2t)dt) :l(t +&(2t)} :larcsen X+lsen(2arcsen X) =
2 2 2 2 2 4

—_
—

1 1 1 1
= Earcsen X +Z2sen(arcsen X)cos(arcsen X)(3=)5arcsen X+ ) XV1-x* +C

Donde en (1) hemos tenido en cuenta que sen® X+cos’ X =1=>1—sen’ X =cos” X, en (2) la formula
del seno del angulo doble, sen(2x)=2senXxcosX, y en (3):

sen’ X +cos” X =1=> cos X = v1—sen’ X = cos(arcsen X) =+1— X’

e +e*
37) j1+e2X
e +e (ex+1)ex _|t=¢ bl B
J-1+e“ dx—j 1+e* dx_{dt:exdx}_hﬂz t_J-1+t2dt+-|.l+t2

=%log‘l+t2‘+arctgt =%log‘l+e2X

(e)+C

donde log =In es el logaritmo natural o neperiano.

38) [t xdx

Itg Xdx = J‘%dx = —log|cos X| +C (inmediata)

También se puede calcular por cambio de variable:

sen X t =cosX 1
j-tg xdx = J- ooy {dt — een de} = —.[{dt = —10g|t| = —10g|cos X| +C

2 _
jidx= =X (2ot =4 —dt
1++/x otdt =dx | ° 1+t

. . t
Descomponemos en fracciones simples ot :
+

t t+1

Integramos

8
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t 1
mdt_jldt—jmdt =t-log|l+|

Ast:
2 t* =X t
'[4dI+\/; X_[ztdt=dx} mtht—4Imdt—4(t—log|1+t|)—4(\/;—log‘1+x/;‘)+C
40) [
X" =2x+1

Descomponemos en fracciones simples:
X+2 X+2 A B A(x-1)+B

X2—2X+1:(x—1)2:X—1+(x—1)2: (x—1)2 = x+2=A(x-1)+B
X=1=B=3
= 1 Derivamos x+2 = A(x—1)+B
1=A
x42 1 3

T —2x+1l x-1 ()(_1)2

Integramos:
.[ X+2

x> —2x+1

1 3 3
dx:jx—ldx+~[T1)2dX:10g|x_l|_ﬁ+C

41) I[cos(2x)+sen X cos X] dx

2
I[cos(ZX)+seanosX]dX=Icos(ZX)dX+IseanostX=%sen(2x)+sen Xic
X' -1
42 dx
) J-x+2
Descomponemos en fracciones simples:
X’ -1 X+2
—x’ —2x%° x> —2x+4
2X% +4x-1 .
—2X> +4x o X e gysa- 2
X+2 X+2
8x—1
—8x -8
-9
Integramos:
X’ +1
'[ dx = I x —2x+4 dx -9 —dx_——x +4x-9log|x+2|+C
X+2 X+2 3
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3X
43 —" d
) J-x2+2x+3 X

El polinomio X’ + 2X +3 no tiene raices reales. Ahora bien'

I B j 2-3X B J. lJ‘ 6X+6—6d B
x? +2x+3 X2 +2x+3 x* +2x+3 29 X +2x+3
derivada del denominador
——
( 2X+2 J
X 1 -
=—j ox+6 —j— :-j : -+ [———dx
x* +2x+3 X +2X+3 X +2X+3 29X +2X+3
inmediata
-6
Calculamos J.z—dX:
X" +2X+3

1
_J‘z_—6dxz_3j‘;2dxz_3j#2dxz_é ;zd)(:
20x42x43 0 Y (x4+1)" 42 (x+1) +2 2 (x+1j .

2 2
1
0 ()

£x+1j 0
V2
donde en (1) hemos tenido en cuenta que (X+1)2 +2=X"+142X+2=X"+2X+3
Asi:

I23—de:élog‘x2+2x+3‘—£arctg xtc

X" +2X+3 2 2 2

44) jl(x+1)e‘xdx
0

Calculamos una primitiva de (X + 1) e

_ derivamos —
I (x+1)e™dx = u=x+l du = dx =—(x+1)e’x+je’xdx:—(x+1)e’x—e’x:
dV — e—xdx integramos V=—p -X

=(-x-2)e*+C=G(x)
Aplicamos la regla de Barrow:

Jol(x”)e_xdx =G(1)-G(0)=-3e"—(-2)= 2_2

45) J.Oﬂ e” sen xdx

10
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integramos

J‘ ) d U= ex derivamos du — exdx
€ sen XaX =
dv = sen XdX ——"=—5V = —cos X

} =—ge cosX+J‘eX cos Xdx

Calculamos J. e* cos xdx por partes:

derivamos

. u=e ——=—>du=e"dx
J.e cos Xdx =

integramos

=e“sen X — J. e* sen xdx (donde la ultima integral es
dv = cos xdx ——E== 5 v =sen X

la misma que queremos calcular).

Asi:
_ AX derivamos _AX
. _|u=e"——">du=e"dx o . B
e” sen xdx = ” =—e"cos X+ |e" cosxdx =
dv = sen xdx —=FT%=_5y = —cos X
=—e* cos X +e"sen X —Iex sen Xdx
Si llamamos | = I e* sen xdx , se tiene que

| =—e*cosx+e*senXx—1 =21 =—e*cosx+e*senx—e*cosx+e*sen X =

) _ —e*cosx+e'senX _ ex(senx—cosx)

2 2
Yy, por tanto, j e* sen xdx = e (sen X2— cos X) iC
e* (sen x—cos X) ‘
Llamamos G(x) = > +C y aplicamos la regla de Barrow:
“e e” +1
'[0 e*senxdx=G(7)-G(0)= .

46) [ (x+x)edx

u:X2+Xﬂ)dU:(2X+1)dX :(X2+X)ex—j(2x+l)exdxz
dv = eXdy —ntegramos .\, _ aX

=(2x+1)e" —[(2x+1)eX —2eX]+C =G(x)

[ (¥ +x)exdx:{

ya que

| (2x+1)exdx={

U= 2x+ | —&ivames gy = 2dx
. :(2x+1)ex—zjexdx:(2x+l)ex—2eX
dv = e dx —Em= sy = g*

Aplicando la regla de Barrow:
T2 Xy _
Io(x +x)e dx=G(1)-G(0)=e-1

¢ log X

47) [ dx

e X

Calculamos una primitiva:
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t=logx 5

log X 1.,
dx= =|tdt=—=—log" x+C =G(x
= =Ly |~ =5 =50 (x)
X
2
(dicha primitiva, de hecho, es inmediata: d = J. — log xdx = f’; X, C)

funcwn
derwada

Aplicamos la regla de Barrow:

j:j 10fxdx=G(e3)—G(e)=4

dx

48) J-l 2arctg X

0 14+x°

Calculamos una primitiva:

J~ 2laicf(gzxd _2.[ arctgxd _2J~

arctg” X
—arctg Xxdx = I8
1+ X ——

funcion

derivada

Aplicamos la regla de Barrow:

12arctgX (xY .,
J R dx_G(l)—G(O)_(—J =T

Directamente, por cambio de variable:

V4
X=1l=>t=— .
1 2arctg X t=arctgx— 4 2 t2[4
.[ ~—dx = X=0=>1t=0 :2j4tdt:2— t“‘—arctgzx‘
0 1+X . 0 2,
dt= > dx
L 1+X J

=arctg’ Xx+C =G(X)
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