IES. Ramdn Giraldo

Ejercicios de Analisis

: ; - b
1. Determina, razonadamente, las asintotas de las siguientes Nl
. . . _{\'_‘,
funciones: 2 AP
2X f\> \
a) f(x)= W o
X+2 A
W
b) g(x)=+vx*-1 ”
2. Determina, razonadamente, los valores de los parametros a,b € IR, para que la funcién
1+cosx si x<0 . _
. mf(x)=f(a
f(x)=<2(a+x) si 0<x<l1 x_,af( )=/ (a)
b :
— si x2>1 e ,
X i) ];\';:Zhle we
. Diremos que / presenta una discontinuidad evitable cuando
sea continua en todo R [Zr(a) pero tim 7)<
. o l;;“‘f{r\'lf_f(nl
3. Determina y clasifica, razonadamente, los puntos -
de discontinuidad de la siguiente funcion: Dseno e 7 Pt Sscaurauidad do sl (ki o) e
. Flim £(x) 3lim f(x)=L. 3lim f(x)=L' y L=L':
In (_X) SI X< —2 Finito, si L.L' &R . En este caso el salto es [L~L].
. L=+ [LeR
sen (ﬂ'X) SI —-2<x<2 Tnflntio, S oe R ® L=t
f (X) = A Diremos que [ tiene una discontinuidad asintética en a cuanduZ!iﬂ flx)
0 Si 2<Xx<4 porgue los limites laterales son infitos  istntos o lim £ (x) =
X2 _12 Si X 2 4 g‘if::ﬁ:::i‘:ndr. :r]:::;a una discontinuidad de segunda especie o esencial.

cuando al menos uno de los limites laterales no exista.

4. Comprueba, razonadamente, si las siguientes funciones tienen | festemai FERC o dets
una raiz en los intervalos que se indican: Si f(x) es continuaen [a,5] y en los
— extremos del intervalo toma valores de
a) f(x)=x-xsenx—cosx en [-z,7] e aro
b) g(x)=x-Inx-3en [13] [signo/(a)2 signof ()]
entonces Ic € (a.b): f(c)=0.

5. Estudia, razonadamente, la continuidad y la derivabilidad de las siguientes funciones:

a) f(x)=x|x
% si x>0 51_11'111 f(.rj\f
+ X Vg . )
) 9(x=1" e
— si x<O0 ¢ SR
1-x
6. La funcién f(x)= x> +ax*+bx+c corta al eje de abscisas en x=3 y tiene un punto de

inflexién en @éj Determina, razonadamente, a, b, ceR.

7.  Estudia, razonadamente, los extremos relativos y la monotonia de la funcién f (x)=e*+Inx
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8. Calcula, razonadamente, a y b para que la grafica de la funcién f (x)= ax+b+§ pase por
X

el punto (—2,-6) y admita en dicho punto una tangente horizontal

9. Determina, razonadamente, los siguientes limites:
2 lim In(x+1)
X—> 2 _ ] "(x ] X
Oxzi(senxx Hlunfl( ):Lzﬂllmf( ):L
b) lim X=SenX = g'(x) v g(x)
X—> X

10. Halla, razonadamente, el niimero positivo cuya suma con cuatro veces su inverso, sea minima.

11. De todos los rectangulos de diagonal 1, halla razonadamente las dimensiones del de area
maxima.

12.  Calcula, razonadamente, las siguientes integrales:
a) jzxsenx dx

ax
b) f4dx (sugerencia: el cambio de variable b j‘&’)()

J2x-3
t? =2x— 3 puede ser util)

I 3x +2X dx

13. Calcula, razonadamente, el area del recinto limitado por las graficas de las siguientes
funciones:

y? = 6X
a) {Xz -6 f(x) = |x| -1
= y )

2 _
b) {y =9 y las rectas verticales x=1yx=e
y=Inx

0 1(0=K-1yg(x)=1-]¢
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SOLUCIONES

2 2
1. a) f(x):xi2

Asintotas verticales:
2

lim f =i
xl—>rp2 (X) xl—>m2X+2

Asintotas horizontales:
2

lim f (x) = lim X2X2
X— X—0 —+

Asintotas oblicuas:

2%°
f(x 2
m—tim ) jim X2 _ iy 2X__,
X—>00 X X—>00 X x>0 ¥ +2X
2 J—
n:Iim(f(x)—mx):Iim 2x - 2X :Iimﬂ:—4
X—>00 X—>00 X+2 X—>00 X+2

b) g(x)=x-1

Asintotas verticales:

=00 = X =-2 es una asintota vertical de f (x)

== f () no tiene asintotas horizontales

= y=2x—4 esunaA.O.de f(x)

AacR tal quelimg(x) =0 = g(x) no tiene asintotas verticales
X—a

Asintotas horizontales:

limg (x)= lim Vx? —1=00=> g(x) no tiene asintotas horizontales

Asintotas oblicuas:

n = Iim( x2—1—x)
X—>+00 X—>+00 ( X2—1+X)
nZ:Iirp( X2—1—X)=[+oo—(— )]=+oo
n, = Iim( x2—1—(—x)): Iim( X2—1+X)=+oo
n, = Iir_n( x2—1—(—x)): I|r_n( X2—1+X):[oo—oo]

= lim 1 0

x> X2 —1+X -

=

Como consecuencia, las rectas y =1ey=—1son AA.OO. de g(x).
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1+cosx si x<0

2. f(x)=52(a+x) si 0<x<1
b
X2

si x>1

Cada una de las funciones componentes es continua en su dominio por ser funciones elementales bien
definidas.

Continuidad en x:O:¢IXirrg f(x)=f(0)?
lim f (x)=lim(1+cosx)=2= f (0)
X0 o0 = 2=2a=>a=1 paraque f seacontinuaen x=0
lim f (x)=lim[2(a+x)]|=2a

x—0+ Xx—0+

Continuidad en x:l:c'lxim f(x)="f(1)?

lim f (x)=lim2(a+x)=2a+2

X—1- X—1-

b —2a+2=b=b=4 paraque f seacontinuaen x=1
lim f (x)=lim—=b=f(1)
X—1+ X—>l+ X

Conclusion: para (a,b)=(1,4) la funcién f(x) escontinuaen RR.

In(-x) si x<-2
sen(zx) si —2<x<2
0 Si 2<x<4
xX*-12  si x>4

3. f(x)=

Cada una de las funciones componentes es continua en su dominio por ser funciones elementales bien
definidas. Por tanto, tenemos que estudiar la continuidad/discontinuidad en x=-2, x=2yx=4.

Continuidad en x=-2:¢ lim f (x)= f(-2)?

X——2

Xﬁr_r;_ f(x)= Xﬂr_r;_ln(—x) =In2
lim f(x)= lim sen(7zx)=0= f(—Z)}

X—>—2+ X—>—2+

= Alim f(x)= f(x) no es continua en x=-2, y en

X——2

dicho punto presenta una discontinuidad de salto finito.
- o _ 5
Continuidad en X Z'CL'LQ f(x)="f(2)

lim £ (x) = lim sen(7x)=0= f (2)}

X—2—

lim f(x)=1im0=0

X—>2+ X—2+

= lim f (x)=0=f (0)= f (x) escontinuaen x=2

X—2
Continuidad en x:4:(;lxim f(x)="f(4)?
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lim f(x)=1im0=0

X—>4— X—>4— . ) .
= Alim f (x)= f(x) no es continua en x=4, y en dicho
lim f (x)= IirP(xz—12)24:f(4) Alim £ (x)= 1 (x) y

punto presenta una discontinuidad de salto finito.

Conclusion: f(x) es continuaen R—{-2,4},yen x=-2yenx=4 presenta discontinuidades de
salto finito.

4. a) f(x)=x-xsenx—cosx en [-z,7]

La funcion es continua en R por ser diferencia y producto de funciones elementales bien definidas,
luego en particular es continua en [-r, 7].

f(-7)=-n—(-x)sen(-x)—cos(-7)=1-7 <0

f(z)=n—nzsen(z)—cosz=1+7z>0
Asf, por el teorema de Bolzano, 3c (-, 7): f (c)=0, esto es, la funcién tiene una raiz en dicho
intervalo.

b) 9(x)=x-Inx-3en [1,3]

La funci6n es continua en (0,+) por ser diferencia de funciones elementales bien definidas, luego
en particular es continua en [1,3].

9(1)=1-In1-3<0

9(3)=3-In3-3<0

Por tanto, no podemos aplicar el teorema de Bolzano en ese intervalo y, como consecuencia, no
podemos asegurar que la funcion se anule (tenga una raiz) en el intervalo indicado.

si x>0 [x* si x>0
—X

: ol [ _
.8 F(x)=x|x= x-(-x) si x<0 |-x* si x<0

Cada una de las funciones componentes es continua en su dominio por ser funciones polinémicas.
Continuidad en x=0:¢lim f (x)= f (0)?
x—0

lim f (x)=lim(-x*)=0
x—>0- (x) Ho_( ) = 3lim f (x)=f (0)= f(x) escontinuaen x=0.
lim f (x)=lim x*=0= f (0) x>0

X—0+ Xx—>0+

Cada una de las funciones componentes es derivable en su dominio por ser funciones polindmicas.
Derivabilidad en x=0:¢3f '(0)?
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' (0)=0
y=-x’
‘=2
) (())/) ) XL g '(0)=0= f(x) es derivable en x =0
y=x’
y'=2X

Conclusion: la funcion es derivable (y continua) en R.

X
b) g(X)= 14)-(X
1-x

si x>0

si x<0

Cada una de las funciones componentes es continua en su dominio por ser funciones racionales bien
definidas.
Continuidad en x=0:¢lim f (x) = f (0)?

x—0

= 3lim f (x)=f (0)= f (x) es continuaen x=0.

lim  (x)=lim ——=0= f (0) x-0

x—0+ x—0+1 4 X

Cada una de las funciones componentes es derivable en su dominio por ser funciones racionales bien
definidas.
Derivabilidad en x=0:¢3f '(0)?

f(0)=1

X

Y TIX

L (-x)-x(-1)

T

= 3f '(0)=1= f (x) es derivable en x=0

f' (0)=1

X

Y= Tex

L (14 x)-x1

- (1+x)2

Conclusion: la funcion es derivable (y continua) en R.

6. f(x)=x+ax’ +bx+c

Si corta al eje de abscisas en x =3 eso quiere decir que f (3) =0
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34
13

e f(3)=0=f(3)=3"+3%a+3b+c=0=27+9a+3b+c=0

2) 1 2) (2 (2 2 1 8 4 2 1
fl-|===>f|-|=|=|+| | a+=b+c===>—=+-a+=-b+c===
. 3) 9 3) |3 3 3 9 27 9 3 9

—=12a+18b+27c=-5

Si tiene un punto de inflexion en (ZEJ entonces

f'(x)=3x*+2ax+b
o f "(Zj=0:> f"(x)=6x+2a
2

f"(—j:o:e-3+2a:o:>a:—2
3 3

Resolvemos el sistema:
27+9a+3b+c=0

5+12a+18b+27c=0:>{

a=-2

N 9+3p+c=0—5 5 (-54-180-6¢c=0
-19+18b+27c=0 |-19+18b+27=0

27-18+3b+c=0
=
5-24+18b+27¢c=0

Sumamos: —73+2lc=0=c= S

-9

Como 9+3b+c=0=b= 2% :_262

63

(a’blc): _2,_E’E
63 21
, 262 T3

Conclusion: la funcion pedidaes f(x)=x’—2x" ——x+—
63 21

7. f(x)=e"+Inx

Monotonia (crecimiento/decrecimiento) [signo de f ']

, 1 , 1 xe*+1
f'(x)=e"+==f'(x)=0=e"+==0=
X X X
que no existe, luego la ecuacion no tiene soluciones reales y, por tanto, 0 siempre es creciente o

siempre es decreciente. Ahora bien, como f'(1)=e+1>0, la funcién es estrictamente creciente en

=0=xe*+1=0=xe"=-1= In(xex): In(-1)

(0,+) (que es su dominio).

Extremos relativos: no tiene, ya que es estrictamente creciente.
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8. f(x)= ax+b+§

X

La grafica de la funcién f (x)= ax+b+§ pase por el punto (—2,-6):
X

f(-2)=-6=-2a+b-4=0=-2a+b=4 f(-2)=-6
La funcion admite en dicho punto una tangente horizontal: si la tangente es horizontal, es porque la
pendiente en cero, luego f'(-2)=0.

f'(x):a—%: f'(-2)=a-2=0=a=2

Resolvemos el sistema:

—2a+b=0
=(a,b)=(2,2
L2 w22
Conclusion: la funcion pedida es f (x):2x+2+§
X
. In(x+1
9. a) lim (2 )
x>0 2X° —X
1
In(x+1
lim (2 )=H=|im—x+1 1oy
x>0 2X° —X 0]®x04x-1 -1

Donde en (1) hemos aplicado la regla de L"Hopital.

. X—senx
R
. X—=senXx 0 . 1-cosx 0 ..senx .. cosx 1
lim — =|— |=lim —=| = |=lim =lim )
x—0 X 0 |@) x>0 3x 01@x>0 X (B)x>0 @ 6

Donde en (1), en (2) y en (3) hemos aplicado la regla de L"Hopital.

10.  Siel nimero es x, cuatro veces su inverso es —, luego la funcién a optimizar es
X

x> +4
X

4
f = — =
(x) x+X

f'(x)=

2

2x-x—(X*+4)-1 x2_4
X2 X
X2

f'(x)= X;A' =0=x*—4=0= x=22= x =2 ya que el nimero pedido es positivo

2x-X*—(x*-4)-2x g
f"(X): (X4 ) :F
f"(2)=1>0=> x=2 es un minimo relativo
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Conclusién: el numero pedido es 2.

11. Consideramos el rectangulo de la figura:
El area de dicho rectangulo es A= xy.

1 y Ahora bien, por el teorema de Pitagoras x> +y* =1, luego

y=v1-x* (1)
Sustituyendo (1) en la expresion del area obtenemos:
X A=X 1—X2=A(X)

Optimizamos la funcion A(x)=xv1-x*:

- 2 1-2x?
A'(X)=41-X* +X X _f1—w-X -
() \J1-x? J1-x2  J1-%

_ 2
_ :O:>1—2x2:0:>x:£
V1-x? 2

—4x+J1— X? —(1—2x2) X 2xC ~3x

A'(x)

A"(x) = V-2 1-x®  2%-3x 2x*-3x
(X)_ l_xz - 1_X2 _(1—X2)\/1—X2 - ,\3
Ja-x)

A(%] =-4<0=x :% es un maximo relativo

base: x = —2

2
Conclusién: las dimensiones del rectangulo pedido son: >
. 2 1 2
altura:y = [1-| — | =, [1-==—
2 2 2

14. a) jzxsenx dx

derivamos

U =2 5 du=2"In2dx

integramos

IZX senx dx =
dv =sen xdx —= sy = —c0S X

}:—2X cosx+_|'2X In 2cos xdx =

=-2"cosx+In 2.|‘2x cos xdx(T)— 2*cosx+1In 2(2x sen x—In ijxsen xdx)

Donde en (1) hemos vuelto a integrar por partes:

U =2 demvamos o 4y = 2% In 2dx
J.ZX cos xdx = =2"senx—In ZIZXsen xdx

integramos

dv = cos xdx ——=™ sy =sen x

Llamamos | :'[2X senx dx . Entonces:
I:—2Xcosx+ln2(2Xsenx—In2'I):—2Xc05x+2XIn23enx—|n22-I =
[ +In%2-1 =—2*cosx+2*In2sen x = | (1+In22)=—2Xcosx+2X In2sen x =

—2*cos X+ 2" In2sen x
== 5 +C
1+In“2
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b) _[4dx (sugerencia: el cambio de variable t*> =2x—3 puede ser (til)

J2x-3
2— — =
j |V =2x=3=t=y2x- j—dt 1)dt+jidt=
\/Zx 3+1 | 2tdt = 2dx = tdt = dx t+1 t+1
:%—t+ln|t 14—2" 3= 3+In[V2x-3+1+C
Donde en (1) hemos efectuado la division:
t lt+1
-t t-1 , .
~t - g b
t+1 t+1
t+1
1
1
d) | ———dx
) Ixe’—3x2+2x
Descomponemos en fracciones simples:
1 B 1 _A, B C _ A(x=1)(x-2)+Bx(x-2)+Cx(x-1)
=32 +2x  x(x-1)(x-2) x x-1 x-2 X(x-1)(x-2)
1= A(x-1)(x—2)+Bx(x—2)+Cx(x-1)
Si x=0:>1=2A:>A:%
Si x=1=1=-B=B=-1
Si x=2:>1=20:>C=%
Integramos
J%dx=l Lox— idXJrl‘[idx:lln|x|—In|x—]4+lln|x—2|+C
X® —3X° +2X 2° X x-1 29 x-2 2 2
2 =6x
15, a !’
X’ =6y
Las funciones vienen dadas en forma implicita, luego las pasamos a forma explicita:
{y2=6x y =B
2 6 = X2
X" = -
y y 5
Limites de integracion:
Jox =X Sex =X o ¢t _216x-0 (x*~216)=0 x=0
X=—=6x=—=X"-216x=0=X(x"— =0=
6 36 x*-216=0=x=3/216=6
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El area pedida es:

."—\’,a

2 _
b) {y =9 y las rectas verticales x=1yx=e
y=Inx

Una de las funciones esta en forma implicita:
{yz =9x:{y=@=3&
y=Inx y=Inx
Limites de integracion:
Los limites de integracion vienen dados por las rectas verticales que nos dan.

Calculamos el area:

A:“':(B\/;—In x)dx‘ =

e

2
2x5—(xln|x|—x) =26 —3u% =5,96 u?

1

¥=0x = 3Jx

__—y=Inx

8 il

) £(x)=K-1yg()=1-lx

) x=1 si x>0 1-x si x>0
Se tiene que f (x)= w1l si x<0 ) g(x)=

Representamos las funciones:

1+x si x<O0°

f(x)=|x-1
/\ g(x)=1-J+
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Area:
A= Aombo :2;22:2 u2
Mediante integrales:

A= (=x=1-(1+x))dx+ [} (x~1- (1-x))dx = “’ (—2x— 2)dx‘ “’ (2%~ 2)dx‘_| U+ |1 =2 u?
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